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Teoremi e relative dimostrazioni per la seconda prova scritta e I'orale
ridotto

¢ %¢ Retta tangente al grafico di una funzione in un punto di derivabilita
Definizione

e Siaf:(a,b) € R->R.
e Siax, € (a,b).

f sidice derivabile in x, se esiste finito il limite }lin(l) f(xoth)=f(x0)
—

h

Questo limite si chiama derivata di f in x, e si indica con uno dei seguenti simboli:

(o), 2 (o), D ()

Significato geometrico

Se f e derivabile in x, (3f'(x,) € R) allorail grafico di f ammette in (x,, f (x,)) retta tangente di
equazione y = f'(xo)(x — xg) + f(x).

Infatti,I'equazione della retta passante peril punto A = (x,, f(xy)) e B = (xo + h, f(xq + h)) & data da:

f(xo+h) = f(xo)
(xo + h) — xg

_ f(xo +h) — fx)
h

y—=fx) = (x = xo)

(x — x0) + f(x0)

Passando allimite h - 0 =>y = f'(xy)(x — xo) + f(xg)

ik s%¢ Teorema di Fermat
Siaf:I € R— Rcon/ intervallo;
e Siax, € I punto interno;
e Siax, punto estremante (di massimo o di minimo relativo) per f su I;
e Sia f derivabile in x.

Allora f'(x) =0
Dimostrazione
Sia x, punto di minimo relativo. Allora:
A6>0|Vx €(xg— 6,x0+ 8) =>f(x) = f(x) =>f(x) — f(xp) =0

FO)—f(xo)

Considero il rapporto incrementale:

(x0 — 8, xp).

.Questoe > 0Vx € (xg,x,+ &) oppure < 0Vx €

Considero ora il limite del rapporto incrementale:

f(x) = f(xo)

lim I fi(x,) = 0 [Corollario del Teorema della permanenza del segno]
xX—Xg — X
X x
lim Lf(‘)) Fl(xg) <0
xX—Xo~ X — Xg

Poiché esiste f'(xg) = fi(xg) = fL(x) =>0<f'(xg) <0=> f'(x5) =0




% 5% Teorema di Rolle
Siaf:[a,b] € R— R;
Sia f continua su [a, b];
Sia f derivabile in (a, b);
Sia f (a) = f(b).

Allora 3x, € (a,b) | f'(xy) = 0 => x, & punto stazionario.

Dimostrazione

. Siaf(x)=c

| Allora f'(x) = 0Vx € [a,b].

II.  Sia f(x) non costante.
Poiché f e continua su [a, b] per il teorema di Weierstrass segue che 3x,, x; € [a, b] con x, punto di

massimo e x; punto di minimo assoluto.
X, € X, non possono essere entrambi gli estremi di a e b perché altrimenti sarebbe:
M = f(xy) = f(x;) =m = f(a) = f(b) => f costante su [a,b] ASSURDO

Quindi almeno uno dei due punti x, e x,; deve appartenere ad (a, b), ossia deve essere punto
interno ad (a, b).

Allora, per il teorema di Fermat, in questo punto x,, f & derivabile ed ha un estremante relativo
=>f"(x) =0

v¢ v¢ Teorema della media integrale
e Siaf continuasu [a, b].

Allora3z € [a,b] | f:f(x) dx = (b —a)f(2).

Dimostrazione

Poiché f e continua su [a, b] per il teorema di Weierstrass f ammette massimo e minimo assoluti =>
xg, %, € [a,bl:m=f(xy) < f(x) < f(x)) =M, Vx €la,b]l=>m<f(x) <M

b b b

fmdeff(x)defde
b

m(b—a)Sff(x)de M —a)

1 b
f)=ms f £GO dx < M = f(x)

Poiché f & continua su [a, b], per la proprieta di Darboux => 3z € [a, b]: f(2) = ﬁfab f(x) dx.

Quindi: (b — a)f(2) = f;f(x) dx.




% 3¢ Teorema fondamentale del calcolo integrale
e Siaf:[a,b] € R-> R;
e Sia F(x) la sua funzione integrale F(x) = f;f(t) dt Vx € [a,b].

Allora F & derivabile su [a, b] e inoltre vale:

F'(x) = f(x) Vx € [a,b]
In particolare, F & una primitiva di f su [a, b].
Dimostrazione

Siax, € (a,b).
Se |h| & sufficientemente piccolo => x, + h € (a,b) conh # 0.
Considero il rapporto incrementale di F centrato in x, e con incremento h:

F By — 1 Xo+h Xo
(xo + Z f(xo)= EUa £ dt — .L f(t)dt]

1 Xo Xo+h Xo 1 Xo+h
=EU f(t)dt+f f(t)dt—f f(t)dt]= M’ f()dt

Per il teorema della media integrale:

3z: xg<z<xyg+hseh>0
Xo+th<z< xy5eh<0

| f(z) media integrale

Passo al limite h — 0 del rapporto incrementale:

PG W)~ )
1m =
h—0 h

}li_rg f(z) = Zlifgclof(z) = f(xo)

Nota: z € [xy,xo + hlse h > 0,z € [xy + h,x,]se h < 0.

‘ Dunque F & derivabile in x, e, inoltre, vale che F'(xy) = f (x,).

Nota: Se x, = a (o se x, = b), la dimostrazione & uguale alla precedente considerando solo il limite destro
(sinistro), poiché h > 0 (h < 0).

Conclusione: F'(x) = f(x) Vx € [a,b] e quindi F & primitiva di f su [a, b].



¢ v¢ Formula fondamentale del calcolo integrale
e Siaf:[a,b] S R- R;
e Sia f continua su [a, b];
e Sia G una qualunque primitiva di f su [a, b].

Allora [ f(t) dt = G(b) - G(a).
Dimostrazione

Dal teorema fondamentale del calcolo integrale sappiamo che la funzione integrale

F(x) = fxf(t) dt Vx € [a,b]

¢ una primitiva di f su [a, b].

Quindi F e G sono entrambe primitive della stessa funzione f su [a, b].
Dalla seconda conseguenza del teorema di Lagrange si ha che F(x) = G(x) + ¢, Vx € [a,b].

Se sostituisco x = a ottengo:

a

F(a)=G(a)+c=>ff(t)dt=G(a)+c=>0=G(a)+c=>c= —G(a)

Se sostituisco x = b ottengo:

b
F(b) =G(b) +c=> j f@)dt=6Mb)+c

Dungque si ha che:

b
=>ff(t)dt=G(b)—G(a)




Teoremi e relative dimostrazioni per I’'orale completo

¢ Potenza n-sima di un numero complesso
Un numero complesso z pud essere scritto in forma esplicita come segue:

z=a+ib
dove a e b sono i coefficienti reali e immaginari del numero complesso, rispettivamente.

Per calcolare la n-esima potenza di z, basta moltiplicare z per sé stesso n volte. Ad esempio, per calcolare la
seconda potenza di z, si puo fare:

z2 = (a+ib)(a +ib) = a® + 2aib — b?
Per calcolare la terza potenza di z, si puod fare:
z3 =(a+ib)(a+ib)(a+ib) = a3+ 3a?ib + 3ab?i? — 3ab — b3i
E cosi via.

E importante notare che per calcolare le potenze di un numero complesso, si devono seguire le regole di
moltiplicazione dei numeri complessi. Ad esempio, per moltiplicare due numeri complessi z; e z,, si deve
fare:

2, Z, = (ay + iby)(a, +iby) = (aya, — byb,) +i(ayb, + azby)

Per dimostrare che questo ¢ il modo corretto di calcolare le potenze di un numero complesso, possiamo
usare l'identita di Eulero per scrivere il numero complesso z in forma trigonometrica:

z=a+ib=r(cosf8 +i sinf)

dove r e laradice quadrata della somma dei quadrati dei coefficienti reali e immaginari di z, e 8 e I'angolo
che z forma con l'asse x — y del piano complesso.

Usando la proprieta di potenze di esponenziali, possiamo dimostrare che la n-esima potenza di z é:

z"™ =r"(cosnf + i sinnh)

Questo dimostra che la formula che abbiamo dato all'inizio per calcolare le potenze di un numero
complesso € corretta.



¢ Radici n-esime di un numero complesso

Per calcolare le radici n-esime di un numero complesso z, possiamo partire dalla sua forma trigonometrica:
z =1 (cos@ +isinfh)
Che é equivalente alla forma algebrica di un numero complesso:
z=a+1ib
Cona =rcosf eb =rsinb.

Ora, possiamo utilizzare la definizione di radice n-esima per calcolare le radici n-esime di z. Se vogliamo
calcolare la radice n-esima di z, denotata come V/z, possiamo scrivere:

Nz = Na+ib

Poiché a e b sono numeri reali, possiamo utilizzare la formula per calcolare le radici n-esime di un
polinomio di grado n con coefficienti reali:

n n 0 0
Va+ib = \/?(COSZ+ isin;)
Dove r e il modulo di z e 6 € 'argomento di z

Per calcolare esplicitamente le radici n-esime di z, dobbiamo calcolare il modulo 3/ e 'argomento g. 11

< . 1 . .
modulo e facile da calcolare: basta elevare il modulo r alla potenza -~ Per calcolare I'argomento, possiamo

utilizzare la seguente formula:
0 2
n n
Dove k & un intero compreso tra 0 e n-1 e 6, € 'argomento di z.

Utilizzando questa formula, possiamo calcolare tutte le radici n-esime di un numero complesso z. Ad
esempio, per calcolare le radici quadrate di z, basta impostare n = 2 e calcolare I'argomento perk=0e k=
1:

0 21 0 2T
7= (3)0+ bo=bue 5= (F)1+ 0= 6ytn

Quindi le radici quadrate di z sono V7 (cos8, + isin8,) e Vr(cos 8, + m + isin O, + ).




s’ Teorema dell’'unicita del limite di successioni convergenti
e Sia lim a,=ae lim a,=b.
n— +oo n— +oo

Allora a = b.

Dimostrazione
. . b—a
Sia, per assurdo, che a < b. Fisso € = -

Poiché a,, converge ad a, allora:

Iy (e)|vn> nja—e< a,<a+e
Per lo stesso motivo:

An,(e) [Vvn> nyb—e< a, <b+c¢

Ma, allora, preso n, = max (n4, n,) si ha che:

a—e< a,<a+te
b—e¢<a,<b+ce¢

Vn > ng { Assurdo!(a—s,a+e)n(b—g,b+e)=0

v¢ Teorema della permanenza del segno
e Sia lim a,=a €eR
n—+oo
Sea>0=> 3ny,|Vn>nya, >0
Sea<0=>3In,|Vn>nya, <0

Dimostrazione

. 3
Fisso ¢ = §>0.Allora3nO|Vn> nga-— (g)< an<a+%=>0< %<an<5a

s%¢ Teorema del confronto
Siano a,, b,, ¢, tre successioni.

(1) Sea, < b,e lim a, =+ => lim b, = +oo.

n-+oo n—-+oo

< i = —00 = i = —00,
(2) Seb, < c,e nllrfm Cn > nl_lgloo b,
(3) Sea, < b, < cpe lim a, = lim ¢, =a=> lim b, =a [Teorema deidue carabinieri]
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

Dimostrazione (3)
Poiché esistono i limiti, allora:

lirP a,=a=>Va>03Iny|Vn> nypa—e< a, < a+¢
n—-+oo

lirP h=a=>Va>03In; |V n> na—-ec< ¢, < a+¢
n—-+oo

Considero n, = max(ng, n,). Allora:

vn>nla—e< g, < atevVa—-e< < ateéveroche:a—e< a, < b, <c, < a+e¢




s’ Teorema di Darboux o dei valori intermedi

Siaf:[a,b)] € R - R;
Sia f continua su [a, b].

Allora f assume tutti i valori compresitra f(a)e f(b).

Dimostrazione

L.
ii.

Se f(a) = f(b) => l'unico valore compreso & f(a) => segue la tesi.

Se f(a) # f(b) => f(a) > f(b) oppure f(a) < f(b).

Si assuma che f(a) sia minore di f(b).
Considero y, € (f(a), f(b)) con f(a) < y, < f(b).

Considero la funzione g(x) = f(x) — y,. La funzione g(x) & continua su [a, b].

gl@)=f(a)— y,<0
gb)=f(b)— y,>0

Con g(a)g(b) < 0. Applico il teorema degli zeri alla funzione g:

Ixo € (a,b) [ g(x) =0 => f(x) — yo=0=> f(x0) = ¥

s%¢ Relazione tra derivabilita e continuita

Siaf:(a,b) SR> R;
Siax, € (a,b).

Se f(x) e derivabile in x, allora e continua in x; .

Dimostrazione

fx) = fxo)

lim f() = lim f0o) = f(xo)+f(xo) = lim —( —x0) + f (%)

xX— Xg X— Xg

= f(xo)




v¢ Teorema di Lagrange o del valor medio
e Siaf:[a,h] S R-R;
e Sia f continua su [a, b];
e Sia f derivabile in (a, b).

Allora3x, € (a,b) | f'(xq) = %OWEFO f(b) —f(a) = f'(x0)(b — a).
Dimostrazione
Costruisco la retta passante per (a, f(a)) e (b, f (b)):

y—f(a)=%(x—a)

y=r@+ OB
Definisco la funzione g(x) = f(x) — [f( )+ fb)- f(a)( — a)] . g € continua su [a, b].
g € derivabile in (a, b).

LORI{O)

g(a) = f(a)—[f()+ (a a)]=0

M

g(b)=f(b)—[f()+ (b - )]

Applicando il teorema di Rolle alla funzione g sull’'intervallo [a, b] => 3x, € (a,b) | g'(x,) = 0.

Enoto che g'(0) = £() = [F2L 9] inxy => g/(x) = 0 => f'(xp) - L2L@ = ¢,

fb)-f(a)

Dunque f'(x,) = e

Y% (1) Conseguenze del teorema di Lagrange: funzioni con derivata nulla su un
intervallo sono costanti

e Sia f continua su [a, b];

e Sia f derivabile su (a, b);

e Siaf'(x) =0 Vxe€ (ab).

Allora f(x) =c Vx € [a,b].
Dimostrazione

Siaz € (a, b]. Considero [a,z] < [a, b]. Applico il teorema di Lagrange alla funzione f sull’intervallo [a, z].

Allora 3x, € [a,b] | f'(xy) = [@)-f@

zZ—a

Per ipotesi, sia f'(x,) = 0 => f(z) f(a) =0=>f(2)—-f(a) =0=>f(2) = f(a).

Essendo z un punto arbitrario, f & costante su [a, b].




¢ (2) Conseguenze del teorema di Lagrange: funzioni con derivate coincidenti su
un intervallo differiscono per una costante additiva

e Siano f e g continue su [a, b];

e Siano f e g derivabili su (a, b);

e Siaf'(x) =g'(x) Vx € (a,b).

Allora f e g differiscono di una costante additiva c: 3c | f(x) = g(x) + ¢
Dimostrazione

Chiamo h(x) = f(x) — g(x).

h e continua su [a, b].

h & derivabile su (a, b).

W) =f'"(x)—g'(x) =0 vx € (a,b)

Applicando la prima conseguenza del teorema di Lagrange, si ha che:

h(x) =c Vx € (a,b) => f(x) —g(x) =c Vx €(a,b)=>f(x) =g(x) +c

¢ (3) Conseguenze del teorema di Lagrange: relazioni tra monotonia e segno della
derivata su un intervallo

e Sia f continua su [a, b];

e Sia f derivabile su (a, b).

Allora valgono le seguenti proposizioni:

i. f'(x)=0Vx €(a,b) © fémonotona crescente su (a,b);

ii. f'(x) <0 Vx € (a,b) © fémonotona decrescente su (a,b);
iii. f'(x) >0 Vx € (a,b) => f & monotona strettamente crescente su (a, b);
iv. f'(x) <0 Vx € (a,b) © f &monotona strettamente decrescente su (a,b).

Dimostrazione [i] e [iii]

[i] => fisso x; e x, € [a,b] con x; < x5.

Applico il teorema di Lagrange all'intervallo [x;, x,] S [a,b].
Allora 3z : x; < z < x, peril quale vale:

pr =TT ) — ) 2 0= Fo) < £ )
2 1
FOe)—f (x1)

X2—X1

Peripotesi, f'(z) = 0 => > 0.

Fisso x, € (a,b). Considero il rapporto incrementale centrato in x:

fx) = f(xo) {2 0sex < xq f(x) < f(x)

X — X, =>0sex < xp f(x) < f(x)

lim FO)—=f(x0)
)

= f'(xg) = 0 peril corollario del teorema della permanenza del segno.
X—Xq -

[iii] => Siano x; < x,con x;,x, € [a,b] => [x4,x,] S [a, b]. Applico il teorema di Lagrange.
Quindi 3z | x; < z < x, per il quale vale:

f'(2) =

wmaf’(ﬂ >0=>f(x) = f(x1) > 0=> f(x;) < f(x2)

X2




s%¢ Prima formula dell’incremento finito
e Siaf:(a,b) CR-R;
e Siax, € (a,b);
e Sia f derivabile in x.

Allora vale la formula:

f(x) = f(xo) + f'(x) (x — %) + 0(x — x0) per x = x,

Dimostrazione

Poiché f e derivabile in x, segue che lim
XX

FO)=f(x0) _ F(xg) => fO)=f(xo) _ f'(x) + o(1) per x > x,.
0

X=X X—Xg

Fx) = f(x0) = f'(x0)(x — x0) + 0(x — x4) per x > x,

F) = fxg) + f'(x0)(x — x0) + 0(x — x,) per x > x,,.

5% Seconda formula dell’incremento finito
e Sia f derivabile in un intorno di x,: Ug(xq) = (xg — 8,x¢ + ) con § > 0.

(o, %) s€.X > X0 1 percui f(x) = f(xo) + f'(2) (x — xo).

AlloraVx € (xo = 6,x+ 6)3z € {(x, xg)se x < Xxg
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