x* > x! > b* > xP > logx

ESPONENZIALI
- a, b due numeri reali an-am=a"*t"m
- n, m due numeri naturali a":am=a"" "
(an)m = an-m = (am)n
a"-b"=(a-b)"
a":b"=(a:b)"
1
_ 1
a"=—
n 1
a=an
_m 1
a n=-m
an

LOGARITMI

log, x = b se e solo se a’ =

X

log,x=logx=Inx => logaritmo naturale

logiox=Log x

PRODOTTI NOTEVOLI
a+b)>=a%+2ab+b?

(seaz0enz=m)

(se b#0)

(cona>0)

log,1=0
log, a* =x
alogax= X
loga(xy) =logq x +loga y
log,(7) =logg x -loga y
log,(x*) =d - log, x
logg x

logg b

logix =-log, x

logy, x =

azl, a>0, x>0

a-b)>=a%-2ab+b?

(a-b)-(a+b)=a%-b?

a+b)®=a%+3a%b +3ab%+b3

(a+b)-(a®2-ab+b?) =a+bd

(
(
(
(a-b)®=a3-3a%b +3ab?-b3

EQUAZIONI DI SECONDO GRADO

(a-b)-(a®+ab+b?)=a3-b3

. I S - b+Vb2-4
1°CASO=se A=b*-4ac>0 ci sono due soluzioni reali e distinte  x1,x, = _Tac

. . . b
2°CASO=se A=0 ci sono due soluzioni coincidenti X1 =X = — -
3°CASO=se A<O non esistono soluzioni reali

ax?+ bx+c=a(x —x;)(x — xp)

DISEQUAZIONI IRRAZIONALI

N pari
YA(x) < B(x) YA(x) < B(x) YA(x) > B(x) YA(x) = B(x)
‘;83 Z. ‘Blgg = {B(x) <0 of B(x) >0 {B(x) <0 { B(x) >0
A(x) < B"(x) Alx) < E"(x) A(x) =0~ (A(x) > B™(x) A(x) =0  (A(x) = B™"(x)

con N dispari non c’e@ nessun problema

SIMMETRIE
PARI \ DISPARI \ NE PARI NE DISPARI
f(=x) =f(x) f(=x) =—f(x)

simmetria rispetto assey

INSIEMI NUMERICI

simmetria rispetto all’origine

‘ fEx) # fO)V f(=x) # —f(x)

A={x|xERe—1<xS\/§} AcR

minoranti={x | x ER ex < —1}

|
|

maggioranti = {x | x € R e x > V5}
};___

-1

estremo inferiore
[ non esiste minimo )

\ir.? xeR

e

estremo superiore
e
Massimo



RADIANTI

sin

PROPRIETA DI SENO, COSENO, TANGENTE |~ -V3
sin(a + 2kn) = sina Va € R
cos(a + 2km) = cosa Vk EZ
i
tan(a + k) = tana va # 2 + kr
vk €T
sin(—a) = —sina tan(—a) = —tana | cos(—a) = cosa
cos (E— a) = sina sin (E—a) = cosa
2 2
Formule di addizione:
sin(a + ) = sinacosf + cosasinf Va,B €ER
cos(a + B) = cosacosf —sinasin Va,B €ER
tana + tan f8 (2k+1)
tan(a +B) = ——mmm -
(a+p) 1 tanatanp Va,FER, conatpf+ 5T
Per a = B, si hanno le formule di duplicazione:
sin(2a) = 2sina cos a Va € R
cos(2a) = cos? a — sin® a Va € R
tan(2a) = 2tana Va € R oz;tz+kE a¢z+kn
M = T anza ' 4 2’ 2

Formule di bisezione:

sin (%) + I—l — ;OS ¢ cos (%)




NUMERI COMPLESSI

Forma algebrica i?=-1
z=a+ib Z=1z
Z=a-—ib <= coniugato di z |z| =0 VzeC, [zl =0<> z=0
|z| = Va? + b? <=modulo diz |z] = |z| € C
i__-1__a _ . b _ z _ . :
o= o ‘e %7 0 <= reciprocodiz
Forma trigonometrica PRODOTTO
z = p(cos O +isinf) 217, = p1p,(cos(0, + 8,) + isin(6; + 6,))
r=p=|z| Z1_P1 .
T - = — (cos(01 — 63) + isin(6, — 6,))
i=cos(—)+isin(—) 2 P2
i 2 \2 POTENZA
z= p(cczls(—e) +al sin(—6)) z" = p"(cos(nB) + isin(nh)) n€N
cosf = — = ———
bt |z| - z = p?
= _ 2
sinf = - = ——— zrz=p
P ~a? + b? _
Forma esponenziale 2125 = 1y1rpeP1t?2) RADICI N-ESIME
z=rel® 2T Lio,-9,) Pk = NT k=01,..,n—1
> y,—if 7 T + 2km
z=re o ging R . k=01,.,n—-1
FORME DI INDECISIONE DEFINIZIONE LIMITE
- [+00 — o] lima, =1l€eR = Ve>0 3dng: vn>n, => la, —al <e
'[90'00] a—e<ap,<a+e
- [;] lima, = +o = VM >0 3Ing: Yn>ny, => anp > M
- [%] lima, = — => VM>0 3Iny;: Vn>n, => a, < —M
- [0°]
-[0°]
- [17]
SVILUPPI SIMBOLI DI LANDAU
-sinx ~x -sinx = x + o(x)
-cosx—1~—%x2 -cosx—1=—%x2+o(x)
-tanx ~x ‘tanx = x + o(x)
-arctan x ~x -arctanx = x + o(x)
Perx->0 -log(1 + x) ~x Perx->0 ‘log(1+x) = x + o(x)
1 1
log,(1+x) ~ ogLx log,(1+x) = Tog.x + o(x)
-a* —1~xloga -a¥* —1=xloga+ o(x)
ceX —1~x e¥—1=x+o0(x)
1+ x)%—1~ax A+ x)*-1=ax+o(x)
ASINTOTI
ORIZZONTALI VERTICALI OBLIQUI
. X
xl_l)rfoof(x) =n lirll % =m
T . _ xX—+oo
xll_>r3r51° fe) = e lim [f(x) —mx] = q
Se c’é as. Oblig. Allora non c’é oriz. x=Eeo
y=mx+q
PUNTI DI NON DERIVABILITA
Flesso a tangente verticale | Cuspide ‘ Punto angoloso
lim f'(x) = lim f'(x) = oo | lim f'(x) = +o0 A lim f'(x) = — lim f'(x) # lim f'(x)
x—>x3' x—»xo x—»xg' x—»xo x—»xg' x—>x0
lim f'(x) = —co A lim_ f'(x) = +o0 | Con almeno uno dei due limiti finito
x-xg XX,

EQUAZIONE RETTA TANGENTE di una funzione in un punto

y = f'(x0)(x — x0) + f(x0)



LIMITI NOTEVOLI (per le funzioni)

1\* 1
1 lim (1 +—> =e lim (1—_> =_
x—>too x x—too x e
a\*¥ 1 a\ X
: s — pa : ¥ — pa ; - —_ ,na
2 xl_l)rPOO (1 + x) e 91(1_1)1(1)(1 +ax)x=e xl_l)r;nm (1 + x) e
a [—
3 ; —
31(1_1)1(1) < loga
e*—1 e*—1
4 lim =1 lim =
x-0 X x—0 tanx
log(1+ x log,(1+x . 1
5 l]mM =1 th = loga e =—— lim lOga(l +x)x =
x—0 X x—0 X Ina x—-0 a
1+x)%-1 1+x)%-1
6 lim EF 1 i A0 =1
x—0 X x—0 ax
1—cosx
7 lim =
x—0 X
8 I 1—cosx 1 y 1—coshx 1
0 x2 2 0 x2 2
y sinax _a I arctanax a y sinh x _ y settsinh x _
9 20 bx b *30 bx b = x 20 X -
. arcsinax a tanh x . Ssettanx
10 lim =— lim = lim =
x—0 bx b x>0 X x—-0 X
11 I x—sinx 1 I x —arctanx 1
20 x3 "6 20 x3 3
DEFINIZIONE DI DERIVABILITA
[ +h) = f(x0)
lim
h—-0 h
OPERAZIONI CON LE DERIVATE
D +9) () =f"(x)+9 )
2)(F-9)x)=f'(x)—g'(x)
3) (-9 () =f'x)gkx)+ flx)g' (x) 3bis) se f(x) = c costante, (cg)'(x) = cg'(x)
f\ f)gx) = fx)g'(x) , 1 9'(x)
4 (—) x) = seg'(x) #0 4bis)sef(x)=1, (O)'(x)=-—7=
) 7 (x) 202 g ) se f(x) (g)( ) FIGE
5 (fed)'(x) =f"(g(x)) 9" (x)
DERIVATE delle funzioni ELEMENTARI
f(x) A f'(x) ad
c R 0 R
@ Dipende da a ax® ! Dipende da a-1
e* R e* R
a® R a*loga R
1
logx (0, +0) - (0, +0)
X
1 0,+ t 1 0,+
(0] —— 0= (0]
Oga X ( ) ) 10ga x ( ) )
sin x R COS X R
CoS X R —sinx R
T 1 T
tan x R\{= + km} R\{z+kn} keZ
2 cosi2 X 2
arcsin x [-1,1] (-1,1)
1 —1x2
arccos x [-1,1] = (-1,2)
11— e
arctan x R R
1+ x?




INTEGRALI IMMEDIATI

£ | rooax
1 x+c
xa+1
x® a+-1 +c
at+1
1
- log|x| + ¢
X
e* e*+c
ax
a* a>0a=1 1oga+c
Ccos X —sinx + ¢
sinx cosx +c
- arctanx + ¢
1+ x2
12 tanx + ¢
CO% X
N arcsinx + ¢
INTEGRALI “QUASI” IMMEDIATI
f'(x) - cos f(x) sinf(x) +c
f'(x) - sin f(x) —cosf(x)+c
a+1
@ - [Fle PO a%1
a+1
Flax +b) F(axa+ b) +e
f'(x)-ef® efX) ¢ ¢
To 7o _{ ](f);)(x) arctan f(x) + ¢
f'(x)
15 log| ()| + ¢
(feg)®)=f(g(x) g'x F(g(x)) +c
f(x) dx
INTEGRAZIONE PER SOSTITUZIONE x=g(t) f flg®) - g'(t)dt
dx = g'(t) dt

INTEGRAZIONE PER PARTI
[ () -g)dx =f(x)-gx)— [ fx)-g'(x)dx

| casi pil usati:

polinomio - funz.trigonom.inversa

f') g(x)

polinomio - log

fl)  g()

polinomio - esponenziale

gx) ')
PROPRIETA DEGLI INTEGRALI

Jaf(x)dx = aff(x)dx
- [1r60 + g@dx = [ feodx+ [ guax

INTEGRALI DEFINITI
G primitiva di f(x)

b b
[ feoax = 6@, =60 - 6@

b
GG, = Gb) - G(@)

f funz.trigonom.- esponenziale

g(x) f'(x)

b
f cdx =c(b—a)



INTEGRALI IMPROPRI

- Integrali di potenze con intervallo di integrazione

1 converge sep<1
[0,a) F(x) :f X ==> F@) = diverge sep=>1
- Sia a>0, allora 0 -
- stesse considerazioni valgono per il caso a 1 converge sep<1

gonep Fix)= | ———dx ==> F(x)={""""9 P

generale, con a > X % (x — xg)P diverge sep=>1
- Integrali di potenze con intervallo di toq converge sep>1
integrazione [a, +o) cona >0 F(x) = fa x_pdx ==> Flx) = diverge sep<1
- Integrali di logaritmi con intervallo di a q
) , _ L _ (converge sep<1
integrazione [1, +o0) F(x) = J; P x dx ==> F(x) = diverge sep>1

-Siaa>1

- Integrali di potenze e logaritmi converge sep<leVgeR
con intervallo di integrazione _ * 1 e __ ) converge sep=1leq>1
[0, 1) Fe) = fo xP|ln x|9 dx ==> F(x) = diverge sep>1leVg€eR
-Per0<ax<1 diverge sep=1leq=<1
- Int?grall di pot‘e'nze e Iogarltml converge sep>1evqeR

con intervallo di integrazione +o g _
[1, +00) F(x) = iy ==> F(x) = converge sep=1leg>1
V" 51 « XPIndx diverge sep<leVvVgeR
@ diverge sep=1leq<1

POLINOMIO DI TAYLOR

) [ (xo) f™(xo)
n = f(xo) + f'(x0)(x — x) + o (x—x0)% e oy (x — xp)"
FORMULA DI TAYLOR (con resto di Peano)
k
X
z ! ( 0) —x0)* + o((x — xo)™) perx — 0
FORMULA DI TAYLOR (con resto di Lagrange)
fk(xo) (2
—x)k + T D (x — xo)"*1 perx -0
2 3 n
1) x=1+x+x—+x—+---+x—+o(x“) perx = 0
1
_x n 2n+2
2) sinx=x + + -+ (-1) (2n+1)' +o(x ) perx — 0
2
3) cosx—l——+ + “+ (= 1)“m+o(xzn+1) perx — 0
4) tanx = x + = x +—x +EX +o(x9) perx = 0
_¥ . x n 2n+2
5) arctanx =x + -t -+ (—1) (2 +1)| + o(x ) perx — 0
6) 10g(1+x)=x—7+?+---+(—1)n 17+o(x") perx — 0
2 3 n
6bis) log(1+x) = —x — X; - X? ————— x? +o(x™) perx— 0
7y (1+x)%=1 +106x +1(g)x21+ (g)x3 + -+ (z)x" +o(x™) perx—0
7bis) \/1+x—1+—x——x2+—x3+o(x3) perx - 0
8) 1T—1+x+x + -+ x"+o(x") perx = 0
8bis) T 1—x+x +---+(—1)nx + o(x™) perx — 0
2n+1
9) smhx =x + + + ot + o(x2"*2) perx — 0

(2n +1)'

10) coshx=1+;+z+ +—+o(x2"+1) perx - 0

(2n)!



CONVERGENZA SERIE NUMERICHE

1 y {(non si puo dire niente), ma condizione necessaria per la convergenza se=0

asso=> lim a, = L

P n-+oo NON E CONVERGENTE (non sappiamo se diverge o irregolare) se #0
Serie geometriche Serie di potenze

+00 1 _ qn+1 +o0

n _)——— seq#*Q0 an (x — xo)"
qtcong €R Sp = 1—gq n 0
=0 — n=0
n . n+1 seq=1 0 sel = +oo
1—¢ selql <1 Raggio di convergenza =>R = ;"°° sel=0
ngrfmsn= too seq>1 n se0 <l <o
non esiste seq < —1

+00 convergente selgql <1 Successivamente verificare gli estremi dell’intervallo

Z qn = dive‘rgente seq >1 lim an(R _ xo)n — {estremo e lnC\h{SO se=0
o indeterminata seq<—1 n—+oo estremo non é incluso se #1
Serie armoniche generalizzate Serie telescopiche

+00 +00 +00

Z 1 (converge sea>1 Z( ) Z( )

ne ~ ldiverge sea<1 n — Gn+k) OPPUTE An+k — On
n=0 n=1 n=1
lim a, =c cfinito => converge
n-+oo
Somma e data da a;+ax+as+as+...+ak

Criterio della radice: se a,>0 definitivamente e supponiamo che lim %/a, =1

n—oo
-sel<1 - Y a,CONVERGE

-sel>1 - Y a,DIVERGE

-sel=1 - tutto epossibile (bisogna cambiare criterio)

Criterio del rapporto: se a,>0 definitivamente e supponiamo che lim dnti — (1 €0, +))
n—oo

an
-sel < 1allora ) a, CONVERGE
-sel>1allora ), a, DIVERGE
-se l = 1 tutto € possibile (bisogna cambiare criterio)

Criterio del confronto: supponiamo che 0<a,<bh, definitivamente. Allora valgono le seguenti implicazioni
1) b, CONVERGE - Ya, CONVERGE
2)Ya, DIVERGEA+ o - Y.b, DIVERGE A+



RETTA TANGENTE AL GRAFICO DI UNA FUNZIONE IN UN PUNTO DI DERIVABILITA
Definizione:
-Siaf:(a,b) SR> R
-Sia xy € (a,b)

fxo+h)—f(xo)

f si dice derivabile in xo se esiste finito il limite }lirr(l) .
.

Questo limite si chiama derivata di f in xo e si indica con uno dei seguenti simboli:

, af
f(xo) a(xo) , Df(x0)
Significato geometrico:
se f & derivabile in xy(3f'(x,) € R) allora il grafico di f ammette in (x,, f(xy)) retta tangente di equazione

y = f'(x0)(x = x0) + f (o).
Infatti, 'equazione della retta passante per il punto A = (x, f (xo)) e B=(x¢ + h, f(xq + h)) & data da:

y LW ZTC) ()4 i)

TEOREMA DI FERMAT
Definizione:
-Sia f:la,p)] SR> R
- Sia x, € [a, b] punto interno
- Sia xy punto estremante (di massimo o di minimo relativo) per f su [a, b]
- Sia f derivabile in xo

Allora f'(xg) =0

Dimostrazione:
sia Xo punto di minimo relativo. Allora:

36>0 | VxE(xg—6,x0+6) => f(x)=f(xg) => f(x)—f(x)=0
fE-fGo) _y {2 0 Vx € (xp,x0t9)

Considero il rapporto incrementale:
PP <0 Vxe€e(xg—9, x9)

0
Passiamo ora il limite x - x, % /xg:

lim+ % =f,(x)=0 [corollario del Teorema della permanenza del segno]
X—=Xxo —Xo

lim_ w =f"_(xg) <0 [corollario del Teorema della permanenza del segno]
X—Xq —Xo

f derivabile inxo =>3 f'(xg) = f'+(x0) = f'-(x0)
=0 <0 allora f',(xg) = f'_(x0) =0

TEOREMA DI ROLLE
Definizione:
-Sia f:la,p)] SR> R
- Sia f continua su [a, b]
- Sia f derivabile in (a, b)
-Sia f(a) = f(b)

Allora3dx, € (a,b) | f'(xg) =0 x( & punto stazionario
Dimostrazione:
1. sia f(x) costante => f(x) =c¢ Vx € [a,b]
Allora f'(xy) =0 Vx € [a,b] (latesisieé dimostrata)
2. sia f(x) non costante.
Poiché f & continua su [a, b] per il teorema di Weierstrass segue che 3 x(, x; € [a, b] con xo punto di massimo e x;
punto di minimo assoluto.
Xo € X1 hon possono essere entrambi gli estremi di a e b perché altrimenti verrebbe
fla)=fb) => M=m => m<f(x)<M => fcostantesu[ a,b]

Quindi almeno uno dei due punti xo e x; deve essere punto interno ad (a, b).
(prendiamo xo) Ma xo € un punto di massimo assoluto e quindi anche di massimo relativo. Inoltre f & derivabile in
ogni punto interno ad (a, b) e quindi anche in xo.
Allora, per il teorema di Fermat =>f’(xo) =0



TEOREMA DELLA MEDIA INTERGRALE
Definizione:
- Sia f continua su [a, b]
Allora3dz € [a,b] | f:f(x) dx = (b —a)f(z)
Dimostrazione:

Poiché f € continua su [a, b] per il teorema di Weierstrass f ammette massimo e minimo assoluti =>
xg,x1 € [a,b]: m=f(xg) < f(x) < f(x))=M, Vx €la,b] => m<fx)<M

b b b
fmdeff(x)defde
a ab a
m(b—a)SJf(x)deM(b—a)

1 b
< <
m_b_afaf(x)dx_M

Poiché f & continua su [a,b], per la proprieta di Darboux =>3z € [a,b]: f(2) = bflafff(x) dx
Quindi: (b — a)f(2) = [ f(x) dx

TEOREMA FONDAMENTALE DEL CALCOLO INTEGRALE
Definizione:
-Sia f:la,p)] €S R-> R
- Sia f continua su [a, b]
- Sia F(x)la sua funzione integrale F(x) = f;f(t) dt Vx € [a,b]
Allora F & derivabile su [a, b] e inoltre vale:

F'(x) = f(x) Vx € [a,b]
In particolare, F & una primitiva di f su [a, b]

Dimostrazione:
Sia xy € (a,b)
Se |h| & sufficientemente piccolo =>xy + h € (a,b) con h 0.
Considero il rapporto incrementale di F centrato in xo € con incremento h:

F h) —F 1 Xo+th X0
(xo + i)l (xo)z_U f(t)dt—fa f(t)dt]

U f(® dt+Jx0+h (t) dt—fxof(t) dt] =%fxo+hf(t) dt

Xo 0

v "°*"f<t> dt =2 [0 £ () d

[ f®de==[ f@e)dt==[""f(t) dt

seh>0

Osserviamo che 1

o~ (Xot+h)
Quindi per il teorema della media mtegrale
5 [xg,xo + ], h>0
€ {[xo +h,xe], h<O
Passo al limite h = 0 del rapporto incrementale:
. F(xg+h)— F(xo)
lim
h—0 h
Perchéseh >0 => xg+h->xy => z - xg
Dunque F & derivabile in xo e vale che F'(x,) = f(xo)

seh<0

1 Xo+h
| f@ =5 roa

m f(z) = Jim f(z) = f(xo)

se Xo = a (0 se Xo = b), la dimostrazione e uguale alla precedente considerando solo il limite destro (sinistro), poiché h
>0(h<0).
Conclusione: F'(x) = f(x) Vx € [a,b] e quindi F é primitiva di f su [a, b].



FORMULA FONDAMENTALE DEL CALCOLO INTEGRALE
Definizione:
-Siaf:la,p)] SR> R
- Sia f continua su [a, b]
- Sia G una qualunque primitiva di f su [a, b]
b
Allora [ f(t) dt = G(b) — G(a)
Dimostrazione:
Dal teorema fondamentale del calcolo integrale sappiamo che la funzione integrale

F(x) = jxf(t) dt Vx € [a,b]

E una primitiva di f su [a, b].

Quindi F e G sono entrambe primitive della stessa funzione f su [a, b].

F e G differiscono per una costante c. Dalla seconda conseguenza del teorema di Lagrange si ha che
F(x) =G(x) + ¢, Vx € [a, b]

Se sostituisco x = a ottengo:

F(aA)=G(a)+c => faf(t) dt=G(a)+c => 0=G@)+c => c=-G(a)
Se sostituisco x = b ottengo: ‘
F(b)=G(b)+c => fbf(t) dt =G(b)+c
Dunque si ha che: ‘

b
[ r®wae=6m)-cw@



